
九州大学大学院数理学府
2024年度修士課程入学試験
数学問題（ＭＭＡコース）

注意 •問題 [1][2][3][4][5][6]の中から 3題を選択して解答せよ．

•解答用紙は，問題番号・受験番号・氏名を記入したものを必ず 3題分提
出すること．

•以下，Nは自然数の全体，Zは整数の全体，Qは有理数の全体，Rは実
数の全体を表し，Cは複素数の全体を表す．
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[1] a ∈ RとしA =

a a 1

a 1 a

1 a a

 とする．このとき，以下の問に答えよ．
(1) Aの固有値をすべて求めよ．

(2) Aの固有値が 3，−3，−3となるような aを選ぶ．このとき，直交行列を用

いてAを対角化せよ．
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[2] R2上の関数 f を次で定める．

f(x, y) =


xy(x2 − y2)

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

このとき，以下の問に答えよ．

(1)
∂f

∂x
(0, 0)の値を求めよ．

(2) f がC1級であることを示せ．

(3) f がC2級ではないことを示せ．
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[3] aを正の実数とする．このとき，以下の問に答えよ．

(1) x(t)に対する微分方程式

x′′ − 2ax′ + x = 0

の実数の一般解を求めよ．

(2) x(t)に対する微分方程式

x′′ − 2ax′ + x = eat

の実数の一般解を求めよ．
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[4] [0,∞)上の実数値関数 f(t)に対し，ラプラス変換L [f(t)]を

L [f(t)] (s) =

∫ ∞

0

f(t)e−stdt

で定める．以下を満たす [0,∞)上の実数値関数列 {yn(t)}n∈Nを考える．

yn+1(t) = e
t
2yn

(
t

2

)
Yn = L [yn(t)]とおく．このとき，以下の問に答えよ．

(1) y1(t) = etのとき yn(t)を求めよ．

(2) Yn+1と Ynの関係式を求めよ．

(3) Y1(s) =
1

s
のとき，Y = lim

n→∞
Ynを求め，さらに L [g(t)] = Y となる g(t)を

求めよ．
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[5] cを正の定数とする．実数値確率変数Xは，以下の確率密度関数をもつと

する．

f(x) =

{
ce−2x (x ≥ 0)

0 (x < 0)

このとき，以下の問に答えよ．

(1) 定数 cの値を求めよ．

(2) Xの期待値および分散を求めよ．

(3) 実数 xに対して，⌊x⌋で x以下の最大の整数を表す．これを用いて離散型確

率変数 Y を

Y =

{
⌊X⌋ (X ≥ 0)

0 (X < 0)

と定めるとき，Y の期待値を求めよ．
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[6] 以下の問に答えよ．ただし，iを虚数単位とする．

(1) 正の実数Rに対して，∫ π
2

0

e−R sin tdt ≤ π

2R
(1− e−R)

が成り立つことを示せ．

(2) 複素関数

f(z) =
z2e2iz

z4 + 1

の z = e
π
4
iにおける留数を求めよ．

(3) 広義積分 ∫ ∞

0

x2(sin(2x) + e−2x)

x4 + 1
dx

を求めよ．
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[3]の解答　
(1) 特性方程式は z2 − 2az + 1 = 0であるから，特性根は a±

√
a2 − 1である．

(1) a > 1の場合：実数値の一般解は

x(t) = c1e
(a+

√
a2−1)t + c2e

(a−
√
a2−1)t (c1, c2は任意の実数定数)

である．

(2) a = 1の場合：実数値の一般解は

x(t) = c1e
t + c2te

t (c1, c2は任意の実数定数)

である．

(3) a < 1の場合：実数値の一般解は

x(t) = c1e
at cos(

√
1− a2t) + c2e

at sin(
√
1− a2t) (c1, c2は任意の実数定数)

である．

(2) 与えられた非斉次方程式の解をひとつ見つけて，(1)で求めた斉次方程式の一

般解との和を取ればよい．解をひとつ見つけるために，aが 1かどうかで場合分

けする．

まず a ̸= 1の場合を考える．このとき，与えられた非斉次方程式のひとつの解

を x(t) = Aeat（Aは定数）の形から探す．実際に x′′ − 2x′ + x = eatに代入して

係数を決定すると，A = 1/(1− a2)となるので， 1
1−a2

eatが非斉次方程式のひとつ

の解である．

次に a = 1の場合を考える．微分作用素 d
dt
をDと書くと，方程式は (D2−2D+

1)x = etである．関数 etは yに関する微分方程式 y′ − y = (D − 1)y = 0の解な

ので，方程式の解 xは斉次方程式 (D − 1)(D2 − 2D + 1)x = 0の解でもある．こ

の方程式の特性方程式は (z − 1)3 = 0だから，基本解は et, tet, t2etである．この

うち et, tetは対応する斉次方程式式 x′′ − 2x′ + x = 0の基本解でもあるので，与

えられた非斉次方程式のひとつの解は x(t) = At2et（Aは定数）の形で探せば十

分である．実際に x′′ − 2x′ + x = etに代入して係数を決定するとA = 1/2となる

ので，1
2
t2etが非斉次方程式のひとつの解である．

以上から，実数値の一般解は，c1, c2を任意の実数定数として次のようになる：

(1) a > 1の場合：

x(t) = c1e
(a+

√
a2−1)t + c2e

(a−
√
a2−1)t +

1

1− a2
eat.
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(2) a = 1の場合：

x(t) = c1e
t + c2te

t +
1

2
t2et.

(3) a < 1の場合：

x(t) = c1e
at cos(

√
1− a2t) + c2e

at sin(
√
1− a2t) +

1

1− a2
eat.
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[4]の解答　
(1)数学的帰納法により yn+1 = etを証明する．

yn = etのとき，yn+1 = e
t
2yn(

t
2
) = e

t
2 e

t
2 = et

(2)

Yn+1 = L [yn+1] = L
[
e

t
2yn(

t

2
)

]
=

∫ ∞

0

e
t
2yn(

t

2
)e−stdt

= 2

∫ ∞

0

epyn(p)e
−2spdp = 2

∫ ∞

0

yn(p)e
−(2s−1)pdp = 2Yn(2s− 1)

(ここで t = 2p)

Yn+1(s) = 2Yn(2s− 1)

(3) 計算すると Y1 =
1
s
, Y2 =

1
s− 1

2

, Y3 =
1

s− 1
2
− 1

4

となるので

Yn+1 =
1

s−
∑n

k=1
1
2k

という予想がたつ。

証明は数学的帰納法を用いる

Yn =
1

s−
∑n−1

k=1
1
2k

のとき

Yn+1 = 2Yn(2s− 1) =
2

2s− 1−
∑n−1

k=1
1
2k

=
1

s−
∑n

k=1
1
2k

n → ∞のとき
∑n

k=1
1
2k

= 1より

Y (s) =
1

s− 1

また，ラプラス逆変換の公式より g(t) = et

（ynの形からも予想可能）
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[5]の解答　
(1) ∫ ∞

−∞
f(x)dx = c

[
−e−2x

2

]∞
0

=
c

2

より，c = 2である．

(2) 期待値は

E[X] =

∫ ∞

0

xf(x)dx =

∫ ∞

0

2xe−2xdx =

[
−xe−2x − 1

2
e−2x

]∞
0

=
1

2

であり，分散は

V[X] =

∫ ∞

0

(
x− 1

2

)2

2e−2xdx =
1

4

である．

(3) 整数値を取りうる離散型確率変数 Y の確率分布は

P (Z = n) =

{∫ n+1

n
f(x)dx = e−2n − e−2(n+1) (n = 0, 1, 2, . . . )

0 (n < 0)

である．よって Y の期待値は

E[Y ] =
∞∑
n=0

nP (Y = n)

=
∞∑
n=0

n(e−2n − e−2(n+1))

=
∞∑
n=1

e−2n

=
1

e2 − 1

である．
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[6]の解答　

(1) まず 0 ≤ t ≤ π/2を満たす tに対して sin t ≥ (2/π)tが成り立つことに注意する．
よって， ∫ π

2

0
e−R sin tdt ≤

∫ π
2

0
e−

2R
π

tdt ≤ − π

2R

[
e−

2R
π

t
]π

2

0
=

π

2R
(1− e−R)

が成り立ち，証明が完了する．

(2) z = e
π
4
iは 1位の極であり，z = e

π
4
iにおける留数を計算すると．

Res[e
π
4
i] = lim

z→e
π
4 i
(z − e

π
4
i)

z2e2iz

(z4 + 1)
= lim

z→e
π
4 i
(z − e

π
4
i)

z2e2iz

(z2 − i)(z2 + i)
= lim

z→e
π
4 i

z2e2iz

(z − e
5π
4
i)(z2 + i)

=
e

π
2
ie−

√
2+i

√
2

( 1√
2
+ 1√

2
i+ 1√

2
+ 1√

2
i)(e

π
2
i + i)

=
ie−

√
2(cos

√
2 + i sin

√
2)

2i(
√
2 +

√
2i)

=
e−

√
2(cos

√
2 + i sin

√
2)(

√
2−

√
2i)

2(
√
2 +

√
2i)(

√
2−

√
2i)

=
e−

√
2

4
√
2
((sin

√
2 + cos

√
2) + i(sin

√
2− cos

√
2))

となる．

(3) Rを 1以上の十分大きな実数とし，ΓRを「複素平面上でRから iRまでの半径Rの
円孤」とする．またCを「複素平面上で原点からRに行き，ΓRを通って iRから原点に
戻る経路」とする．f(z)を (2)で考えた複素関数とする．経路 C の内部の f(z)の極は
z = e

π
4
i = 1√

2
+ 1√

2
iのみである．また C 上で f(z)を積分すると∫

C
f(z)dz =

∫ R

0

x2e2ix

x4 + 1
dx+

∫
ΓR

z2e2iz

z4 + 1
dz +

∫ 0

R

(ix)2e2i(ix)

(ix)4 + 1
idx

=

∫ R

0

x2 cos(2x) + ix2 sin(2x)

x4 + 1
dx+ i

∫ R

0

x2e−2x

x4 + 1
dx+

∫
ΓR

z2e2iz

z4 + 1
dz

=

∫ R

0

x2 cos(2x)

x4 + 1
dx+ i

∫ R

0

x2(sin(2x) + e−2x)

x4 + 1
dx+

∫
ΓR

z2e2iz

z4 + 1
dz.

また ΓRにおいて z = Reθi = R(cos θ + i sin θ) (0 ≤ θ ≤ π
2 ) と変数変換すると，∣∣∣ ∫

ΓR

z2e2iz

z4 + 1
dz

∣∣∣ = ∣∣∣ ∫ π
2

0

R2e2θie2R(− sin θ+i cos θ)

R4e4θi + 1
iReiθdθ

∣∣∣
≤

∫ π
2

0

|R2e2θi||e2R(− sin θ+i cos θ)|
|R4e4θi + 1|

|iReiθ|dθ

=
R3

R4 − 1

∫ π
2

0
e−2R sin θdθ ≤ R3

R4 − 1
· π

4R
(1− e−2R) → 0 (R → +∞)

が成り立つ．また，∫
C
f(z)dz = 2πi · Res[e

π
4
i] =

e−
√
2π

2
√
2

((cos
√
2− sin

√
2) + i(cos

√
2 + sin

√
2))

が成り立つため，∫ +∞

0

x2 cos(2x)

x4 + 1
dx+i

∫ +∞

0

x2(sin(2x) + e−2x)

x4 + 1
dx =

e−
√
2π

2
√
2

((cos
√
2−sin

√
2)+i(cos

√
2+sin

√
2))
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が成り立ち，答えは∫ +∞

0

x2(sin(2x) + e−2x)

x4 + 1
dx =

e−
√
2π

2
√
2

(cos
√
2 + sin

√
2)
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